ANEXO Il

CONCEITOS BASICOS DE ESTATISTICA

Existem fungBes cujo comportamento € perfeitamente previsivel. Estas fungbes sdo denominadas
deterministicas. A funcdo f(x) = 2x - 4 € uma funcdo deterministica uma vez que seu valor esta
perfeitamente caracterizado quando x € definido. Funcdes deterministicas sdo muito empregadas em
modelos matematicos idealizados.

O mundo real ndo € composto apenas por funcdes deterministicas. Certas propriedades, como por
exemplo a resisténcia mecanica de um material, a vida de uma lampada, a soma de dois dados
honestos jogados ao acaso ou a temperatura maxima em Curitiba no més de janeiro, variam de
amostra para amostra. Um valor médio é obtido, porém € impossivel prever exatamente qual o valor a
ser encontrado na prépria amostra a ser testada.

Funcdes que apresentam imprevisibilidade sdo denominadas de aleatérias. Como séo imprevisiveis,
ndo podem ser equacionadas através dos recursos usuais da matematica deterministica.
Ferramentas estatisticas sdo necessarias para tal.

.1 Distribuicdo de Probabilidade

A soma de dois dados honestos pode resultar em qualquer nimero entre 2 e 12. Embora exista
apenas uma Unica combinacéo de dados que resulte em 2 (1+1), nota-se que existem seis diferentes
combinacdes de dados cuja soma resulta em 7 (1+6, 2+5, 3+4, 4+3, 5+2, 6+1). As chances de que a
soma de dois dados langados ao acaso resulte em 7 sdo maiores do que resultem em 2. Em outras
palavras, a probabilidade de 7 ser obtido é maior do que 2.

A figura Ill.1 melhor caracteriza o universo das possiveis combinacdes dos dados que levam a cada
soma. No eixo horizontal estdo representados os valores possiveis para a soma, enquanto que no
eixo vertical representa-se o numero de combinacdes que resultam naquela soma, ou seja, a
freqliéncia com que aquele evento se manifesta. No total sdo 36 combinacdes possiveis.

Para determinar a probabilidade de que uma determinada soma seja obtida, é suficiente dividir o
namero de combinacg8es que resultam naquela soma pelo nimero de combinacgdes totais possiveis. A
probabilidade de que 7 seja obtido como soma é de 6/36 ou 1/6. As chances de obter 8 séo de 5/36.

A probabilidade de que um valor situado dentro de uma faixa de valores seja obtido pode ser
calculado pela soma das probabilidades individuais. Assim, as chances de que a soma esteja dentro
da faixa 7 £ 1 é calculado por 5/36 + 6/36 + 5/36, que sdo as probabilidades de se obter 6, 7 e 8
respectivamente, o que resulta em 16/36 ou 4/9. Verifica-se que as chances de que qualquer valor
entre 2 e 12 seja obtido séo de 1 (100%).

O grafico da figura lll.1 pode ter a freqiiéncia expressa em termos relativos. Para tal, divide-se a
freqiiéncia de cada evento pelo nimero total de eventos do universo possivel. No caso, divide-se
cada frequéncia por 36. A figura 1ll.2 mostra o grafico resultante. Este grafico das frequéncias
relativas recebe o nome de fungéo densidade de probabilidade, representada por p(x), onde x
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O representa cada evento envolvido e p(x) a probabilidade deste evento ocorrer. No caso da soma
de dois dados honestos, p(7) = 1/6, p(6 £ x £ 8) = 4/9, p(-¥ <x<+¥)=1.

A soma de dois dados é uma variavel discreta, isto €, pode assumir apenas alguns valores inteiros e
bem definidos. Porém, freqlientemente, encontra-se na natureza fungdes aleatérias continuas, isto €,
podem assumir qualquer valor real. Ao se analisar estatisticamente o comportamento de uma
maquina ensacadeira que, idealmente, deveria empacotar 1,00 kg do produto por saco, verifica-se, na
pratica, que isto ndo ocorre sempre. Por imperfeicbes no seu mecanismo, sacos com massas, por
exemplo entre 0,98 kg e 1,02 kg podem resultar. Embora seja muito dificil calcular teoricamente a
funcdo densidade de probabilidade desta ensacadeira, € possivel determina-la aproximadamente

através de um grande nimero de observacfes experimentais.

O aspecto da funcdo densidade de probabilidade de uma funcéo aleatéria continua é uma curva
continua. A figura I11.3.a ilustra p(x) para uma ensacadeira com distribuicdo de probabilidade normal
ou gaussiana. Nota-se que p(x) € também uma fun¢do continua. Neste caso, ndo ha sentido em se
determinar a probabilidade de que um determinado valor real venha a ocorrer, mas apenas de que

faixas venham a ocorrer. Por exemplo, para determinar as chances de que sacos 1,00 £ 0,02 kg
sejam obtidos determina-se a area abaixo da curva p(x), representada por P(0,98 £ x £ 1,02)", entre
estes limites, isto é:

P(0,98£ X £1,02) = X:ao(x) dx (111.1)

x=0,98

Deve-se notar uma importante propriedade de p(x): P(-¥ < x < +¥) =1, isto é, a integral de p(x) entre
os limites -¥ e +¥, que corresponde a probabilidade de x estar dentro destes limites, sempre resulta
em 1.

A figura lll.b apresenta a funcdo densidade de probabilidade de outra ensacadeira com
caracteristicas diferentes. Nota-se que, embora a area total sob pp(x) seja também unitaria, esta é
uma curva mais fechada que pa(x). A maquina que possui pph(X) apresenta maior probabilidade de
resultar sacos com valores mais préximos do ideal que a primeira, portanto € uma maquina melhor.
Ja a maquina que possui pc(X) € a pior de todas por apresentar probabilidade relativamente altas de
gue valores que se afastam bastante do ideal venham a ocorrer. A caracteristica que diferencia estas
trés ensacadeiras é a chamada dispersdao que € maior quanto maior for o "espalhamento” da curva
p(x), isto &, a dispersao de pc(x) € maior que a dispersao de pp(X).

O desvio padrdo (s) € um parametro estatistico empregado para medir a dispersdo de uma funcao
aleatéria. E tanto maior quanto maior for a dispers@o. No caso da figura 11l.3 é evidente que s¢ > sg

>sp. s € calculado por:

(111.2)

onde:
Xj € o valor do evento "i"

mé o valor médio de todos os eventos

1 Aqui o simbolo p(x) € empregado para a funcdo densidade de probabilidade enquanto P(y) representa a
probabilidade do evento y ocorrer.



Outro parametro importante que caracteriza uma funcéo aleatéria € o seu valor central, isto é, seu
valor médio (). mé calculado por:

5 X, (I11.3)

1.2 Distribuicdo Normal

Uma das distribuigbes estatisticas mais comumente encontradas na prética € a distribuicdo normal ou
gaussiana. O teorema do limite central demonstra que a combinacdo de um grande numero de
fatores de natureza aleatdria, com qualquer distribuicdo, aproximase da distribuicdo normal & medida
gue aumenta o numero dos fatores envolvidos. A forma da funcéo densidade de probabilidade p(x) da
distribuicdo normal assemelha-se a de um sino, como mostrada na figura 111.4. Apresenta simetria em
torno do valor central (médio). O desvio padrdo desta distribuicdo corresponde a distancia entre o
valor central e o ponto de inflexdo de p(x), isto €, o ponto onde a segunda derivada de p(x) é zero.
Sua funcéo densidade de probabilidade é:

212

p(x) = i e
7%

onde (111.4)
_X-m
S

z

mé o valor médio
s € 0 desvio padrao

A distribuicdo das dimensdes de um lote de pecas fabricadas por uma maquina, a distribuicdo em um

alvo de tiros dados por um atirador, os erros de medi¢cdo e a temperatura média do dia 21 de abril de
cada ano sdo exemplos de distribuicdes normais.

O célculo da probabilidade de que uma dada fungéo aleat6ria com distribuicdo normal esteja dentro
de uma faixa de valores é também calculada pela equagéo (l11.1), isto é, pela integral definida de p(x)
entre os limites considerados. No caso da distribuicdo normal ndo se pode exprimir a integral de p(x)
como uma funcdo simples. E comum encontrar esta integral na forma de tabelas normalizadas.
Entretanto, existem alguns valores particulares que, por serem muito empregados na pratica, devem
ser citados.

Se tratando de uma funcédo aleatdria com distribuicdo normal, valor médio me desvio padrédo s, €
possivel calcular as seguintes probabilidades:

P(ms < x <mts) =0.6826
P(m3s <x <m+3s) = 0.9973
P(m1.96s < x <m+1.96s) = 0.95
P(m2.58s < x <m+2.58s) = 0.99
P(m3.30s < x <m+3.30s) = 0.999



1.3 A Natureza Aleatéria do Erro de Medicéao

Sabe-se que € impossivel efetuar uma medi¢do absolutamente isenta de erros. Seja em funcéo do
sistema de medicéo ou em fungdo do mensurando ou do operador, o erro de medi¢éo esta
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sempre presente. Ao se repetir a medicdo de um mensurando invariavel, com 0 mesmo sistema de
medicdo e nas mesmas condi¢cdes, como por exemplo a medicdo repetitiva da massa de uma peca
com a mesma balanca, verificase, com freqiiéncia, que o valor obtido ndo se repete.

O erro de medicdo presente em cada indicacdo pode ser determinado pela diferenca entre a
indicacéo e o valor verdadeiro convencional, isto €, E =1 - VVC. Em um SM ideal, este erro deveria
ser sempre nulo. Porém, nota-se que este erro é na verdade uma funcdo aleatéria com distribuicdo
aproximadamente normal.

O valor médio do erro de medicéo € o erro sistematico (Es), que s6 poderia ser determinado baseada
em um numero infinito de observacdes, por:

Es= MI - WC

onde: (11.5)
14

M == I
na i

i=1

Ml é a média de infinitas indicacbes
VVC é o valor verdadeiro convencional

Se um numero finito de observacdes € envolvido, a equacgéo (I11.5) pode ainda ser usada para estimar
0 erro sistematico. Neste caso, esta estimativa recebe o nome especifico de tendéncia (Td).

A parcela aleatéria do erro de medicdo € simplesmente chamada de erro aleatério. Tratando-se de
uma fungdo aleatoria, cada valor medido possui um erro aleatorio diferente, e dado por: Eaj = |j - MI.
A sua caracterizacdo é realizada através da medida da disperséo da distribuicdo normal associada,
isto é, do desvio padrao (s).

Define-se a repetitividade (Re), como sendo a faixa que, com uma probabilidade estatistica definida,
conterda o erro aleatério. E comum adotar a probabilidade de 95% como aceitavel para a Re f).
Assim, 95% dos erros aleatérios estardo dentro desta faixa. A Re é estimada por:

Re(95%) = + 1,96s (IIL.6)

Porém, como serd visto no préximo item, a estimacdo de s nao é tao direta.

1.4 Amostra Versus Populagéo

Os conceitos de média (m) e desvio padrdo (s) sdo validos para uma funcdo aleatoria. Para
caracteriza-los perfeitamente pelas equages 111.2 e 111.3 é necessario envolver um ndmero infinito de
valores observados desta funcéo, isto é, toda a populacéo.

Na pratica, ndo se tem tempo para coletar um numero infinito de valores. E comum considerar
apenas uma amostra de n valores desta populacdo. A média e o desvio padrdo da populacdo sédo
estimados a partir da média, do desvio padréo e do tamanho da amostra. A média e o desvio padréo
da amostra sdo calculados por:

2 Alguns autores adotam 99,7%, o que corresponde a + 3sss



éxi (I1.7)

(111.8)

Esta estimativa sO é confiavel para valores grandes de n. Se amostras pequenas sdo envolvidas (n

<200), € necessario aplicar um coeficiente de corre¢do (t) conhecido como coeficiente tStudent. O
coeficiente t-Student é funcdo da probabilidade de enquadramento desejada (P) e do tamanho da

amostra (n). A figura Ill.5 apresenta valores tabelados para “t” como funcdo de n e de P. Assim, a
repetitividade associada ao erro aleatério pode ser estimada por:

Re==ts (111.9)

A média verdadeira da populacédo ), calculada a partir dos parametros da amostra, ndo pode ser
determinada exatamente. Alguma incerteza ainda resultar4d. Pode-se mostrar que a média da
populacédo estara situada dentro da seguinte faixa, determinada de intervalo de confianca da média:

X+——S= X (111.9)

-
i3

onde:

X é a média da amostra

s é o desvio padrdo da amostra
t é o coeficiente t-Student

n é o tamanho da amostra

1.5 Outras Distribui¢cfes Estatisticas

Existem situacdes na pratica onde é conveniente modelar certos efeitos ou fendmenos por meio de
outras distribuigBes distintas da normal. Neste texto, ndo serd discutida a aplicabilidade das diversas
distribuicdes em problemas de metrologia.

a) Distribuicéo retangular

E caracterizada por apresentar a mesma densidade de probabilidade para todos os valores dentro
dos limites dados por “m- &’ e “m+ a”, e zero fora destes (figura I11.6). Seu desvio padrédo € dado por:

S =—
J3
b) Distribuicéo triangular

E caracterizada por apresentar maxima probabilidade para o valor médio e decrescer linearmente até
zero nos limites dados por “m-a” e “m+ a”, e zero fora destes (figura Il1.7). Seu desvio padréo é dado

por: s = 2
J6



Nimero de Valores do eneficiente t de Student
valores P—683% P-950%| P-990% | P—-997%
Individuais (n) 100 o 1,96 G 258G 300 ¢
2 1.839 12.70m 63.658 235774
3 1.322 4,303 Q.u245 16,206
4 1.19% 3182 5441 9,219
5 1.142 2776 4604 .620
6 1,111 2571 4.032 5.507
7 1.091 2.447 3,707 4,904
b L.a77 2.365 3.4949 4,531
a 1.067 2.306 3.355 4.277
19 1.059 2.262 3.250 4 094
11 1.053 2228 3169 3.957
12 1.048 2.201 3,106 3.850
13 1.044 21749 3.055 3.764
14 1.041 2.164) anz2 3.094
15 1.038 2145 2.977 3,636
16 1.038 2131 2.947 3,580
17 1.033 2.1240) 2021 3.544
18 L.031 2.110 2.9 3.507
19 1.029 2101 2878 3.475
20 1.028 2.093 2.Ral 3.447
21 1.026 2.086 2.845 3.422
22 1.025 2080 2831 3.400
23 1.024 21074 2819 3.3%0
24 1.023 2,064 2807 3.361
25 1.022 2,064 2797 3.3458
26 1.021 20640 2187 3.330
27 1.020 2056 2779 3,316
28 1.020 2052 2,771 3.303
29 1.019 2.048 2.763 3.201
34 1.O18 2145 2750 3280
44) 1.014 21023 2708 3.204
60 1.609 2.001 2.662 3.132
120 1.005 1050 2618 3.064
e L.000 1.960 2.580 3.000
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Figura 1.5 - Tabela de Cocficientes de Student
para vdrios niveis de probabilidade



>

Densidade de probabilidade

u-a H U+a X

AAC - 1/57 - MGE 015
Figura lIl.6 - Distribugaio de Probabilidode Retangular

>

Densidade de probabilidade

4

i 4
A

_Y

. e . . ARG - 10/97 - MCC 327
Figura 1.7 - Distribvicdo de Probabilidade Triangular



Exercicios para o Anexo llI

I11.1. Classifique as variaveis abaixo como deterministicas ou aleatorias:

A) A distancia indicada no oddmetro de automoveis que percorrem o trecho Florianépolis-Curitiba pela mesma
estrada

B) O horério do pér-do-sol de uma mesma cidade ao longo do ano

C) A massa de “uma pitada de sal” que uma cozinheira acrescenta todo dia no feijdo

D) A vida de uma lampada de 60W de um mesmo lote de fabricacéo

E) O seno do ter¢o do quadrado de um nimero

I11.2. Qual a probabilidade da soma de trés dados honestos estar entre 5 e 7 inclusive?

111.3. Classifique as seguintes variaveis aleatérias como discretas ou coninuas:

A) A massa de uma “pitada de sal”

B) A medida da massa de uma “pitadas de sal” obtida de uma balan¢a com resolugéo de 0,1g
C) A vida de lampadas de um mesmo lote de fabricacéo

D) O tempo expresso em horas correspondente a vida de uma pessoa do sexo masculino residente em uma
dada cidade

E) As véarias medidas efetuadas da massa de uma mesma peca, efetuadas pela mesma balanca

I.4. Senso p(x) a funcdo densidade de probabilidade de uma variavel aleatoria continua, determine
expressOes para o calculo da probabilidade desta variavel:

A) Ser maior que o valor x;

B) Ser menor que o valor xp

C) Sendo x3>Xp, estar entre estes dois valores

D) Sendo xz>Xp, Ser maior que xa ou menor que X

I11.5. Qual a probabilidade de uma variavel aleatéria com distribuicdo normal com média 18,009 e desvio padrdo
0,12g situar-se dentro da faixa 18,00 + 0,36g? e na faixa

18,24 +0,12g?

I11.6. Calcule a média amostral, o desvio padrdo amostral e o intervalo de confianca do erro aleatério dos dados
abaixo. Calcule também o intervalo de confianga dentro do qual estara a média verrdadeira populagdo completa
(equacéo 111.9)

12,8 12,5 13,0 13,1
12,6 12,9 131 12,8
12,3 12,8 12,6 12,7

[1l.7. Supondo que os dados da questdo anterior referem-se a calibragdo de juma balanca
onde a mesma massa padréo de 12,500 £+ 0,002g foi medida diversas vezes, o que possivel
afirmar sobre 0 erro sisteméatico e sua incerteza?



